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Resumen3La noción de espacio de trabajo matemático está introducida a partir de ciertascaracterísticas que los estudios sobre el trabajo geométrico han permitido formular.Dos niveles fundamentales estructuran el espacio de trabajo matemático: un nivelepistemológico que se relaciona con el contenido matemático, y un nivel cognitivoligado al proceso de visualización, de construcción y de prueba. Para articularestos dos niveles y permitir la realización del trabajo matemático, tres génesisprincipales son consideradas: una génesis semiótica, una génesis instrumental y,por último, una génesis discursiva que transmite el razonamiento.Palabras claveTrabajo matemático, génesis instrumental, génesis semiótica, génesis discursiva,paradigmas.AbstractThe notion of mathematical work space is introduced from certain characteris-tics that studies of geometric work have made possible. Two fundamental levelsstructure the space of mathematical work: an epistemological level is related tomathematical content, and an cognitive level linked to the process of visualization,construction and testing. To articulate these two levels and allow the realizationof mathematical work, three main genesis are considered: a semiotic genesis, aninstrumental genesis and, finally, a discoursive genesis transmitting reasoning.
1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la XIV CIAEM, celebrada en TuxtlaGutiérrez, Chiapas, México el año 2015. Este trabajo es sostenido por el proyecto ECOS-Sud C13H03.2 Adaptación de un artículo de Kuzniak en los Annales de Didactique et de Sciences Cognitives volumen16 ; traducción de Javier Lezama, Cicata, Mexico.3 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.
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1. Introducción
La reforma de la enseñanza de las matemáticas iniciada a partir de los años 70como reacción, a la vez, a la reforma de las matemáticas modernas y a la enseñanzaclásica, puso la actividad del alumno en el centro de las preocupaciones del sistemade enseñanza. Como ya no estaba destinado únicamente a absorber conocimientossino invitado a construirlos y a organizarlos, el alumno adquiría, de una sola vez, unestatus próximo al del investigador lo que, con justa razón, permitía calificarlo comomatemático en ciernes. Al mismo tiempo, una reflexión más profunda sobre la naturalezadel aprendizaje llevaba, de la misma manera, a considerar el trabajo del alumno.La insistencia en la actividad del alumno ha puesto de relieve dos aspectos a la vezcomplementarios y muy diferentes del trabajo del alumno. Por una parte, se trata deconsiderar su rol de alumno en el marco escolar con profesores, tareas, evaluacionesen contexto social. Por otro lado, es importante asegurarse de que un trabajo denaturaleza matemática es efectivamente producido por el alumno. En este artículo,nos ocuparemos esencialmente de este segundo punto y nuestra contribución trataráde precisar la noción de Espacio de Trabajo Matemático (ETM) en la continuidad denuestras investigaciones sobre el trabajo geométrico.Comenzaremos por determinar lo que comprendemos por trabajo matemático, luegorepasaremos ciertos elementos característicos de los Espacios de Trabajo Geométricoconsiderando su posible extensión en el marco más general de un Espacio de TrabajoMatemático. Se trata de una primera colaboración exploratoria, completada particular-mente en campos diferentes al geométrico por algunas de las contribuciones de estetrabajo.
2. El trabajo matemático desde una perspectiva didáctica
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la invención, como el de Hadamard (1908). Sin embargo, de acuerdo a los trabajosde Lakatos y Kuhn, entre otros, también se puede enriquecer este contexto de des-cubrimiento, considerándolo de manera más sociológica como un contexto destinado afavorecer el trabajo de los matemáticos, estos seres humanos que hacen avanzar lacomprensión humana de las matemáticas (Thurston, 1995, p. 29).De manera más precisa, Giaquinto (2005) distingue varias fases en la actividad globaldel matemático: el descubrimiento, la explicación, la justificación y las aplicaciones.En cada una de estas fases, Giaquinto identifica momentos que permiten pasar dela elaboración del saber matemático a su difusión más amplia en la comunidad delos matemáticos, y cuyos alcances se harán sentir no solamente entre profesores yestudiantes. Giaquinto insiste, asimismo, en la necesidad que tiene un investigador deapropiarse de los descubrimientos de los otros investigadores. En la concepción clásicade la enseñanza, el alumno está esencialmente ocupado del trabajo de apropiaciónpero esto ya no tiene sentido si se desea que sea más activo en la construcción de susaber.La obra matemática y su estiloDefinir a las matemáticas a partir de la actividad de los matemáticos obliga a mirarlos resultados de este trabajo para comprender mejor la naturaleza y los contenidos delas matemáticas. Para ello, como sugiere Granger (1963), habrá que estudiar la obra,fruto del trabajo elaborado por los matemáticos. Esta obra es una materialización deconceptos abstractos que necesita una codificación del discurso. Granger llama estiloa la manera particular de presentar el conocimiento racional sometiéndolo a normascodificadas que dan a los objetos un sentido determinado. Estas normas contribuyena fijar la orientación del trabajo en la resolución de problemas. Éstas permiten excluirciertas prácticas limitando las posibilidades de interpretación y, por lo tanto, de explo-ración del lector o del estudiante. De esta manera, la noción de “estilo” que utilizamosno es etérea ni únicamente retórica. Sin embargo, esta noción debe ser claramentediferenciada de “estilo de pensamiento”, introducida por Fleck o Crombie (Hacking,2002-2003) en el marco de estudios más generales sobre el pensamiento científico.Para estos autores, el estilo matemático aparece como un estilo científico particularque Hacking precisa gracias a la noción de “estilo de razonamiento científico”, con laidea de “estilo geométrico” y de “estilo combinatorio”. El estilo matemático se distinguede esta forma de otros estilos científicos como el “estilo experimental del laboratorio”.De hecho, más adelante veremos que la noción de paradigma nos ahorra la referenciaa los estilos de pensamiento.Los objetos y los resultados producidos por el trabajo matemático se distribuyen endominios que estructuran la investigación en matemáticas y permiten dar cuenta de ladiversidad de la actividad matemática.
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desarrollado por Desanti (1975). Estos problemas están definidos como problemas quesurgen al interior de las ciencias y que no pueden ser resueltos al interior del sistemaformado por estas mismas ciencias. Al apoyarse en estos trabajos sobre los principiosdel análisis, Desanti distingue así varios niveles de problemas. Estos niveles dependende su relación más o menos estrecha con el objeto mismo de la teoría. En el caso dela geometría elemental considerada como la ciencia del espacio, el primer problemaque se debe considerar es justamente la relación de la geometría con el espacio. Otrotipo de problemas más abstractos, de segundo nivel, tiene por objeto la naturaleza delos objetos y las relaciones entre los constituyentes del modelo matemático; asimismo,también tiene por objeto su optimización y su coherencia formal. Desde una perspectivadidáctica de la geometría, estos dos tipos de problemas remiten a un arreglo de lageometría que se enseña, vista como el modelo del espacio, o bien, como un ejemplode sistema deductivo completo.Para ceñirnos a los temas más trabajados en didáctica de las matemáticas, ademásde la geometría aparecen otros dominios: aritmética, álgebra, análisis, probabilidad yestadística. Cada uno de estos dominios estará ligado a temas no matemáticos como laenumeración, la simbolización, la generalización, la variación, el azar, la decisión. Estalista no es exhaustiva pero muestra la complejidad y la heterogeneidad de los objetosen juego cuando existe una preocupación por el trabajo matemático en general.El enfoque a través de paradigmasLos dominios matemáticos se constituyen mediante los concursos de agregación4 y laorganización de los conocimientos y, como lo señala Brousseau (2002), esta organizaciónno corresponderá necesariamente a lo que se pondrá en práctica en la enseñanza. Undominio matemático va a ser objeto de diferentes interpretaciones cuando sea objeto deuna transposición didáctica para ser enseñado, y estas interpretaciones, dependerántambién de las instituciones escolares. El caso de la geometría muestra que no esposible utilizar de manera unívoca el término “geometría” dado que esta palabra revistediferentes significados que dependen, a la vez, de la evolución de las matemáticas y delas instituciones escolares. Para tomar en cuenta esta diversidad de puntos de vista,hemos introducido, en el ámbito de la didáctica de la geometría, un enfoque a travésde paradigmas.La idea de paradigma geométrico está inspirada de la noción de paradigma introducidapor Kuhn (1962) en su trabajo sobre la estructura de las revoluciones científicas. Unparadigma designará para nosotros el conjunto de creencias, técnicas y valores quecomparte un grupo científico. El acceso al paradigma se hará mediante el acercamientoa obras de matemáticos y, por lo tanto, a su estilo, y pasará por la resolución de uncierto número de problemas característicos que Kuhn califica de ejemplares.Trabajo matemático y resolución de problemas.La resolución de los problemas ocupa un lugar esencial en el trabajo de los matemáticosy también en la enseñanza de las matemáticas. A través de los problemas, los alumnos ylos estudiantes van a poner en práctica saberes y técnicas dependientes del paradigma









El espacio de trabajo matemático y sus génesis 241
utilizado. Es esencial observar las tareas requeridas que permiten, al mismo tiempo,describir el trabajo desde un punto de vista matemático pero también desde un puntode vista didáctico.La noción de tarea se ha impuesto en didáctica de las matemáticas y para nosotros,se le puede considerar a través de dos enfoques complementarios : el enfoque de laspraxeologías (Chevallard, 1999) y el enfoque de la doble aproximación, ergonómicay didáctica (Robert, 2008; Robert & Rogalski, 2002). En el primer caso, un estudioespecífico de los tipos de tareas, con su conjunto de técnicas y de saberes teóricos,que permite desentrañar la estructuración del dominio matemático. El segundo, seinteresa más en la separación entre lo que se espera del alumno y lo que realizaefectivamente; este enfoque necesita una observación de las prácticas geométricas ymatemáticas propuestas en el marco escolar, pero también, en los marcos profesionaly cotidiano si se espera ajustarse al uso de las matemáticas en la sociedad.
3. La noción de espacio de trabajo en el marco de ladidáctica de la geometría
Para avanzar hacia la noción general de Espacio de Trabajo Matemático, nos apoyare-mos en nuestras investigaciones en didáctica de la geometría que nos han conducido aintroducir los Espacios de Trabajo Geométrico (ETG). Hemos llamado espacio de trabajogeométrico a un ambiente organizado para permitir el trabajo de las personas que re-suelven problemas geométricos. Estos individuos podrán ser, según el caso, un expertoideal (el matemático profesional), un profesor, o bien, un estudiante. Los problemas noson parte del espacio de trabajo pero son su razón de ser y su catalizador. Son la razónde ser porque el ETG debe ser un medio para tratar y resolver los problemas. Son uncatalizador porque van a permitir la estructuración tanto institucional como personaldel ETG tal como lo concebimos.Los arquitectos definen los espacios de trabajo como lugares que hay que construirpara que el utilizador pueda ejercer mejor su trabajo (Lautier, 1999). Para facilitar laconcepción de un espacio de trabajo, Lautier propone pensarlo bajo tres grandes ejes:un dispositivo material, una organización a cargo del diseñador del espacio y, porúltimo, una representación que toma en cuenta la manera en la que los utilizadoresintegran este espacio. No se trata naturalmente de retomar sin modificación esta es-tructura orientada hacia el trabajo productivo, sino que nos parece necesario tener encuenta estas diferentes dimensiones, algunas materiales y otras a la vez mentales eintelectuales.El nivel de las componentes y su génesis epistemológicaPara definir el espacio de trabajo geométrico, hemos introducido tres componentescaracterísticas de la actividad geométrica en su dimensión puramente matemática.Estas tres componentes en interacción, en un contexto dado, son las siguientes:
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2. Un conjunto de artefactos como instrumentos de dibujo o programas informáticos.3. Un sistema teórico de referencia basado en definiciones y propiedades.
Estas componentes no están yuxtapuestas, más aún, deben estar organizadas con unobjetivo determinado que dependerá del dominio matemático en su dimensión episte-mológica, de ahí la apelación “plano epistemológico” que daremos a este primer nivel.En nuestro marco teórico, la noción de paradigma orienta y estructura la organizaciónde este primer nivel. El paradigma de referencia permite interpretar los contenidos delas componentes que, a su vez, mediante sus diferentes funciones, participan en la es-pecificidad de los diversos paradigmas. Para una comunidad de individuos, el hecho deponerse de acuerdo sobre un paradigma dado para formular problemas y organizar sussoluciones privilegiando ciertas herramientas o ciertas formas de pensamiento desem-bocará en lo que convenimos en llamar el ETG de referencia. Para conocer este ETGde referencia, será necesario desentrañar estas maneras de hacer y ver describiendoparticularmente el estilo de trabajo geométrico con sus reglas de discurso, tratamientoy presentación. También habrá que hacer explícito el marco teórico matemático quefunda esta referencia. Este marco está cada vez menos visible en la enseñanza actual,particularmente desde la aparición de los programas informáticos, pero también co-mo consecuencia de la falta de vigilancia epistemológica que la comunidad científicamatemática ha dejado de asegurar.El nivel cognitivoLa geometría que se enseña no es un corpus desprovisto de propiedades y de objetosreducidos a significantes manipulables mediante sistemas formales; ella es, de entraday principalmente, una actividad humana. De esta manera, es esencial comprender cómolas comunidades de individuos, así como individuos particulares, utilizan y se apropiande los conocimientos geométricos en su práctica de la disciplina. Ello nos conduce aintroducir un segundo nivel centrado en la articulación cognitiva de las componentesdel ETG.La apertura hacia el ámbito cognitivo que proponemos se hará en relación estrechacon el nivel epistemológico y las componentes que hemos introducido. Para hacerlo,nos hemos apoyado en los trabajos de Gonseth (1945-1952) y de Duval (1995). De esteúltimo, hemos adoptado la idea de tres procesos cognitivos implicados en la actividadgeométrica.
1. Un proceso de visualización en relación con la representación del espacio y elsoporte material.2. Un proceso de construcción determinado por los instrumentos utilizados (regla,compás, etc.) y las configuraciones geométricas.3. Un proceso discursivo que produce argumentaciones y pruebas.
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en un momento dado: la intuición, la experiencia y la deducción (Houdement & Kuzniak,1999).El espacio real estará más particularmente ligado a la visualización mediante la intui-ción; los artefactos a la construcción a través de la experiencia; el modelo teórico a lanoción de prueba gracias a la deducción. Ello nos conduce a una primera organizaciónque esquematizaremos así:
Figura 1: El espacio de trabajo geométrico.
4. Describir y construir el Espacio de Trabajo Geométrico
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descrito gracias a tres tipos de ETG. La geometría que la institución tiene en mente,está descrita en los ETG de referencia. Estos últimos, deben ser acondicionados enETG idóneo para permitir un arreglo en las clases, donde cada alumno trabaja en suETG personal.Las diferentes génesis del espacio de trabajo geométrico personal.La apropiación del trabajo geométrico se hace gradualmente y pasa por el arregloprogresivo de un ETG. La génesis global del ETG supone un conjunto de génesis queno son independientes y que están en relación con las componentes del espacio detrabajo geométrico o ciertos procesos cognitivos indispensables a su funcionamiento.La activación y el control de estas génesis pueden estar concebidos al nivel de losprofesores (nivel idóneo) o a un nivel inicial (nivel de referencia). Vamos a examinaralgunos puntos de vista posibles en el trabajo geométrico, precisando a cada vez lasgénesis que aquellos ponen en juego.
1. El punto de vista perceptivo o la cuestión de la visualización: génesis figural.
Recientemente, la cuestión de la visualización ha vuelto al primer plano de las preocu-paciones en matemáticas y en didáctica. Esto se produce –después de cómo conoce–como un largo periodo de ostracismo y eliminación a causa de la suspicacia. En efecto,en el siglo XIX, los casos excepcionales que habían sido pasados por alto llegarona ser objetos de estudio y contraejemplos para el arreglo de teorías generales. Estaaparición de los “monstruos” en el horizonte matemático condujo a cuestionar la granevidencia aportada por las imágenes, particularmente en el caso del análisis. Desde elinicio del siglo XX, una reconsideración de la perspectiva del rol de las imágenes semanifestó en ciertos dominios matemáticos y, por ejemplo, algunas curvas pudieron serintroducidas para comprender de manera geométrica ciertos teoremas de aparienciaextraña, como por ejemplo, el hecho de que una función pudiera ser siempre continuasy no ser derivable en ningún punto. En la actualidad, gracias a las herramientas in-formáticas y a los videos, la noción de prueba puede ser articulada rápidamente a lavisualización. En efecto, existen enfoques didácticos que insisten sobre la puesta enpráctica de este tipo de pruebas, mediante la imagen, basadas en elementos visualessin ningún comentario.La geometría que se enseña en la escuela obligatoria, las figuras son los soportesvisuales privilegiados del trabajo geométrico, lo que nos ha conducido, de manera unpoco restrictiva, a introducir le génesis figural en el marco de los ETG para describir elproceso semiótico que está asociado al pensamiento visual y que se opera en geometría.
2. El punto de vista experimental y el lugar de los artefactos: génesis instrumental.
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evocada en el párrafo precedente, aunque se añade una dimensión procedimental queaumenta aún más la fuerza de la prueba mediante imágenes animadas cuando el úni-co recurso a la percepción estática era insuficiente para convencer. De esta manera,pequeños filmes muestran cortes para efectuar pruebas del Teorema de Pitágoras opermiten la realización de experimentos muy complejos sin la herramienta informática,como el giro de una esfera. En una práctica dinámica, esta puesta crea un “discurso”explicativo, complementario del texto escrito, que por mucho tiempo fue lo privilegiado–al menos– en la tradición occidental.La génesis instrumental resposa sobre herramientas cuyo uso no es transparente niinmediato. Este uso necesita un cierto número de procesos que fueron descritos en elenfoque instrumental (Artigue, 2002).
3. El punto de vista probatorio o la cuestión de la inferencia y del lenguaje: génesisdiscursiva del razonamiento.
El proceso de geometrización que asocia formas geométricas a los conceptos mate-máticos está en el corazón del acto de comprensión de las matemáticas (Thom, 1995)y hemos visto la fuerza de ciertas imágenes o de ciertos experimentos para adquiriro reforzar la certidumbre acerca de la validez de un resultado anunciado. Sin embar-go, ¿cómo asegurarse de que un estudiante ha comprendido la lógica de una pruebacuando no está expresada con palabras y descansa sobre recomposiciones de imáge-nes que pueden no ser más que ilusiones? Un discurso de explicitación es necesarioy llega a ser indispensable para argumentar y para convencer. La articulación entrevisualización y razonamiento supone la creación de espacios de trabajo geométrico endonde el razonamiento se apoya de manera explícita en diagramas, en una especie derazonamiento diagramático en el que imagen y discurso se apoyarían uno en el otro(Miller, 2007).Inevitablemente, la naturaleza y la importancia de las formulaciones escritas difierende un paradigma a otro y, en los enfoques más axiomáticos, es posible afirmar queun objeto matemático no existe más que en y mediante su definición. Ello no es, porsupuesto, tan nítido en el enfoque empirista en donde los objetos matemáticos seconstituyen a partir de una frecuentación de algunos objetos más o menos prototípicos.¿Cuál síntesis geométrica?Diferentes enfoque del trabajo geométrico existirán en función de las génesis privile-giadas y podrán inducir síntesis geométricas diferentes en relación con los paradigmasgeométricos, pero también, con las elecciones didácticas de los profesores y las com-petencias de los alumnos. Uno de nuestros temas de investigación es la descripcióny la caracterización de los diferentes ETG que estos puntos de vista producen en lageometría. Duval (2005) ha propuesto un enfoque metafórico que confirma nuestraspreocupaciones utilizando enfoques que él identifica como los del botánico, topógrafo,constructor y del inventor-bricoleur5.
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Apoyándonos en nuestro marco teórico, hemos descrito trayectorias de estudiantes enel marco de una enseñanza usando programas informáticos (Chacon & Kuzniak, 2014).Estas trayectorias, pueden ser visualizadas gracias al diagrama siguiente que resumenuestra concepción evolutiva y genética del ETG.
Figura 2: El espacio de trabajo geométrico y sus génesis.
5. Fundamentos del Espacio de Trabajo Matemático
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de prueba y de construcción, el proceso de visualización necesita una reinterpretaciónfundamental para encontrar su lugar en el ETM. Éste debe estar asociado a esquemasy operaciones de uso sobre los signos, de los que nada prueba a priorique tenganque ver con la visualización, incluso dentro de una concepción extendida de ésta. Enun primer enfoque de la cuestión, proponemos el diagrama siguiente para describirnuestra concepción del ETM.
Figura 3: El Espacio de Trabajo Matemático y sus génesis.
Hemos introducido la idea de una génesis semiótica asociada a las representacionesde los objetos matemáticos. Conservamos el término de visualización que deberá estarestrechamente asociado a la intuición y a los esquemas operatorios sobre los signosy las representaciones.
6. Conclusión: Hacia un estudio de los Espacios de Trabajo Matemático
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con sus constituyentes, la organización de este espacio por sus diseñadores y lasrepresentaciones que los utilizadores se hacen de él.Los planos epistemológico y cognitivo estructurarán el ETM en dos niveles y ayudarána comprender el juego que existe en el seno del ETM.
1. El plano epistemológico permite estructurar la organización matemática del ETMdándole un sentido que, en el caso de la geometría, los paradigmas geométricosayudan a definir.2. El plano cognitivo estructura el espacio de trabajo cuando se da a utilizar porun individuo genérico o particular. El ejemplo de la geometría aún llama laatención sobre ciertos procesos cognitivos como la visualización, la construccióny el razonamiento discursivo que ya mostraron su importancia en el marco delos ETG.
Asimismo, surge la pregunta ¿cómo articular de manera operatoria los dos planosepistemológicos y cognitivos con el fin de realizar el trabajo matemático esperado? Espor ello, que nos parece posible introducir tres génesis fundamentales estrechamenteligadas al marco teórico desarrollado.
a. Una génesis instrumental que permite hacer operatorios los artefactos en elproceso constructivo.b. Una génesis semiótica basada en los registros de representación semióticos queasegura a los objetos tangibles del ETM su estatus de objetos matemáticosoperatorios.c. Una génesis discursiva de la prueba que dará un sentido a las propiedades paraponerlas al servicio del razonamiento matemático.
La profundización de la estructura de los ETM pasa por estudios puntuales, tales comolos que hemos realizados en geometría. Este estudio sistemático de los ETM deberíapoder apoyarse sobre diferentes herramientas que han sido utilizadas en el marco delos ETG. Estas herramientas deben particularmente permitir:
i. La descripción y la diferenciación de los diferentes ETM, esto es, ETM de refe-rencia, ETM idóneo o ETM personal.ii. La descripción y el desarrollo de las diferentes génesis en el trabajo en laelaboración del trabajo matemático.iii. Tomar en cuenta la influencia del contexto social y las interacciones sobre laconstitución y la evolución de los ETM.
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actualidad, trabajos concernientes al desarrollo del ETM en el dominio de las probabi-lidades y del análisis están en curso. Por este último, se puede ver el sitio del proyectoECOS-Sud http://www.irem.univ-paris-diderot.fr/ ecosetma/Ecos/accueil-esp).
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